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Vorwort: Die folgenden Ausfiihrungen befassen sich mit einem mathematischen Thema, das aber nicht wie
im Mathe-Buch, sondern verstandlich erldautert vorgestellt wird. Da der Verfasser aus der Elektro-
technik kommt, hat er zum Teil andere Sichtweisen auf die Dinge. Vielleicht hilft gerade diese Be-
sonderheit beim Verstandnis der beschriebenen Mathematik.

Achtung: Trotz aller Sorgfalt bei der Erarbeitung kann keine Garantie fiir die Richtigkeit der Inhalte Giber-
nommen werden.
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Begriff Vektor

Pfeil
Anfangspunkt
Endpunkt
Richtung
Lange

Vektor

Eine Klasse parallelgleicher Pfeile heildt Vektor. Sie zeichnen sich durch identische Richtung und Lange
= Betrag aus. Ansonsten ist ein Vektor frei im Raum verschiebbar, ohne dass sich seine Eigenschaften
verdandern. Erst wenn es sich zum Beispiel um einen Ortsvektor handelt, ist er an den Koordinatenur-
sprung gebunden und damit eindeutig festgelegt.

Schreibweise von Vektoren

Ublich sind Schreibweisen mit x-, y-, und z-Variablen oder die Komponentenschreibweise mit a,, a,
und a, zum Beispiel fiir den Vektor d:

ax
Spaltenvektor: d = (ay>

Zeilenvektor: d= (Gx Qy 0z)

Darstellung von Vektoren im dreidimensionalen Raum

Raum mit x-, y-, und z-Dimension (zur Vermeidung der uniibersichtlichen x;-, x,- und x3-Darstellung)

Definition der Lange = Betrag eines Vektors

Waurzel aus der Summe der Quadrate seiner Koordinaten

la| = /a§+a§,+a§

Berechnung der Koordinaten eines Vektors
Vektorkoordinaten = Endpunktkoordinaten minus Anfangspunktkoordinaten (nur dann zeigt seine
Richtung auch zum Endpunkt — das ist wichtig fiir eventuelle Winkelberechnungen). Dahinter verbirgt

sich nichts anderes, als die Operation:

gesuchter Vektor = Ortsvektor Endpunkt — Ortsvektor Anfangspunkt

Besondere Vektoren

Nullvektor Der Nullvektor 0 (und nur dieser) besitzt den Betrag 0.
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Einheitsvektor Der Betrag eines Vektors d ist eine eindeutig bestimmte nichtnegative reelle Zahl.
Gilt |d| = 1, so heilt d Einheitsvektor. Berechnung:
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Rechnen mit Vektoren

Addition

Es kdnnen also nur Vektoren mit gleicher Koordinatenanzahl miteinander addiert werden. Natdrlich
kénnen die zu addierenden Vektoren vertauscht werden — die (iblichen Additionsgesetze gelten auch

hier.
Subtraktion
Ay — bx Ay bx
a,—b, | = (ay> —| by
a, — b, a; b,

Es kdnnen also nur Vektoren mit gleicher Koordinatenanzahl voneinander subtrahiert werden. Natir-
lich diirfen die voneinander zu subtrahierenden Vektoren nicht vertauscht werden — die (blichen Sub-
traktionsgesetze gelten auch hier.

Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl (S-Multiplikation)

Bei der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl werden alle Komponenten des Vektors mit
dieser Zahl multipliziert, der Vektor verdandert also seinen Betrag, aber nicht seine Richtung.

a, T ay
r-lay,|=[7"a,
a, r-a,

Umgekehrt besteht die Moéglichkeit, einen Faktor aus allen Komponenten eines Vektors auszuklam-
mern und diesen als Zahl vor den Vektor zu schreiben.

Vektorprodukte
Skalarprodukt zweier Vektoren (Punktprodukt)
Geometrische Deutung:

Mit dem Skalarprodukt kann man nicht so viel Spektakuldres anfangen. Es handelt

sich halt um ein Produkt:

e Kenne ich die Faktoren, kann ich das Produkt bestimmen.

e Kenne ich das Produkt, erlaubt das Riickschliisse auf den oder die beteiligten
Vektoren (zum Beispiel ihren Betrag).

e Und da man das Skalarprodukt bekanntlich auch tber die Vektorbetrage und
den Cosinus des eingeschlossenen Winkels berechnen kann, kann man im Um-
kehrschluss auch den Winkel zwischen zwei Vektoren bestimmen.

Berechnung lber Vektorkomponenten
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ar\ (b
&-b=<ay>- by | = ax by +ay by +a, b,
az b

<
Il
=
=
o
o
wn
S

N

ded>0,aberded=0,wennd =0

deb = 0, wenn @ senkrecht auf b.

Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren
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Vektorprodukt zweier Vektoren (Kreuzprodukt)

Geometrische Deutung:

Das Ergebnis des Kreuzprodukts der Vektoren d und b ist ein Vektor, der senkrecht
auf der von den beiden Vektoren aufgespannten Ebene steht. Die drei Vektoren
(zwei Faktoren und das Ergebnis) bilden ein Rechtssystem. Die Ldnge bzw. der Be-
trag des Ergebnis-Vektors entspricht dem Flacheninhalt des Parallelogramms, das

von den Vektoren d und b aufgespannt wird.

Folgendes lasst sich mit Hilfe des Kreuzprodukts ausrechnen:

e Das Ergebnis des Kreuzprodukts entspricht dem Ebenen-Normalenvektor der
von den beiden Vektoren aufgespannten Flache.

e Berechne ich von diesem Ergebnis-Vektor den Betrag, erhalte ich ein MaR fiir
die Flache des Parallelogramms, das von den beiden Vektoren aufgespannt
wird.

e Achtung! Die Flache dieses Parallelogramms entspricht der doppelten Flache
des von den beiden Vektoren aufgespannten Dreiecks.

e Und da man das Vektorprodukt bekanntlich auch tber die Vektorbetrage und
den Sinus des eingeschlossenen Winkels berechnen kann, kann man im Um-
kehrschluss auch den Winkel zwischen den zwei Vektoren bestimmen.

Berechnung Gber Vektorkomponenten (Regel von Sarrus)
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ay b, a, b, —a,-b,
&XEz(%)x by, |=|a, by—a, b,
a, b, ay b, —a, by

Berechnung des Betrags des Vektorprodukts tiber Vektorbetrdage und eingeschlos-
senen Winkel

Ay by
|&><B|= (%)x b, =|&|-|E|-sin<p
az) \b,

Rechentechnische Eigenschaften des Vektorprodukts

N - — N — 7 = = 7 A
axXb=0,wenna = 0oderb = 0 oder wenn d und b parallel zueinander.

Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren

lal -

=

X

Qu

sing =

S|

Spatprodukt dreier Vektoren (gemischtes Produkt)
Geometrische Deutung:

Das Spatprodukt, auch gemischtes Produkt genannt, ist das Skalarprodukt aus dem
Kreuzprodukt zweier Vektoren und einem dritten Vektor. Das Ergebnis ist also eine
Zahl und kein Vektor, denn im ersten Schritt wird immer das Kreuzprodukt und im
zweiten Schritt immer das Skalarprodukt berechnet.

Das Ergebnis des Spatprodukts ist gleich dem orientierten Volumen des durch die
drei Vektoren aufgespannten Spats (Parallelepipeds). Das ist ein Kérper mit einem
Parallelogramm als Grundflache, welches durch die Vektoren des Kreuzprodukts
aufgespannt wird. Diese Grundflache wird dann durch den dritten Vektor des Spat-
produkts in einen raumlichen Korper aufgespannt, wobei der dritte Vektor eine
Kante dieses Korpers bildet.

Die Richtung dieses dritten Vektors bestimmt, ob der Kérper mehr oder weniger
schrag verschoben erscheint. Und der Betrag dieses dritten Vektors ist —in Abhan-
gigkeit von der Schragverschiebung des Kérpers — ein Mal3 fir die Héhe des aufge-
spannten Korpers Uber seiner Grundflache. Wiirde der dritte Vektor senkrecht auf
dem Ergebnis des Kreuzprodukts stehen, ist sein Betrag gleich der Hohe des Kor-
pers. Je kleiner der Winkel zwischen dem Ergebnis des Kreuzprodukts und dem drit-
ten Vektor wird, desto kleiner ist auch das verbleibende Volumen des Korpers.
Liegt der dritte Vektor in der vom Kreuzprodukt aufgespannten (Grund-)Flache, ist
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das Volumen letztlich gleich Null, weil ja auch der im Skalarprodukt enthaltene Co-
sinus dann Null ergibt.

Das Vorzeichen des Spatprodukts ist positiv, falls die drei Vektoren in der angege-
benen Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Bilden sie ein Linkssystem, so ist es
negativ. Liegen die drei Vektoren in einer Ebene, so ist ihr Spatprodukt Null.

Berechnung liber Vektorkomponenten — es ist immer zuerst das Vektorprodukt =
Kreuzprodukt und danach das Skalarprodukt = Punktprodukt zu berechnen (des-
halb habe ich die eckigen Klammern gesetzt)

ax bx Cx
(@bd)=(dxb)ei= (ay>x b, .<cy>

aZ b 'z CZ

Berechnung des Betrags des Spatprodukts liber Betrag von Kreuzprodukt, Betrag
des dritten Vektors und eingeschlossenen Winkel zwischen diesen beiden Faktoren

(@b )| =|(@xb)ec|=ldl-|b|-|el-singp,; - cose

ay

axb,c

Mit den rechentechnischen Eigenschaften des Spatprodukts halte ich mich hier mal
zuriick. Da gibt es viele Beziehungen, die unter bestimmten Bedingungen gelten.
Schon die vorhergehende Formel findet man so eher nicht in der Literatur, aber sie
miisste korrekt sein.

Das Spatprodukt tauchte bisher nur selten in den Abi-Leistungskursen auf und tie-

fer gehende Rechnungen fanden auch eher nicht statt. Sucht jemand weitere De-
tails zum Beispiel fir das Studium, misste er sich an anderer Stelle informieren.
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Beziehungen zwischen Vektoren

Lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Eine Vektormenge heil’t linear unabhdngiges Vektorsystem, wenn sich kein Vektor dieser Menge als
sogenannte Linearkombination der librigen Vektoren aus dieser Menge darstellen lasst, das heiBt die
folgende Gleichung keine Losung hat:

C_il=a2'C_iz+a3'a3+a4'd4+"'+ak'dk

Lasst sich fur die Gleichung eine Losung finden, handelt es sich bei der Vektormenge um ein linear ab-
hdngiges Vektorsystem, das heifdt es gelingt, einen Vektor aus der Menge mit Hilfe der Ubrigen Vekto-
ren darzustellen.

Fir den Versuch der Losung verwandelt sich die Vektorgleichung in ein lineares Gleichungssystem, das
mit den normalen Lésungsmethoden untersucht werden kann.

Bei zwei Vektoren reduziert sich die Gleichung auf:

ax bx
(ay> =r- by
a, b,

Es wird der Versuch unternommen, den Vektor d mit Hilfe des Vektors b darzustellen. Gelingt das, in-
dem sich fur r ein einheitlicher Faktor fir alle drei Koordinaten finden lasst, sind beide Vektoren linear
abhangig, andernfalls linear unabhéangig. Lineare Abhangigkeit zwischen zwei Vektoren kann nur be-
stehen, wenn beide Vektoren in die gleiche oder in die entgegengesetzte Richtung zeigen (dann wiirde

r negativ, um die Richtung von b umzukehren) — sie miissten dafiir also auf alle Falle parallel sein. Der
Faktor r hat ja keine Auswirkungen auf die Richtung der Vektoren, sondern nur auf ihre Lange.

Der Faktor r wird zum Beispiel mit Hilfe der x-Koordinaten ermittelt und dann prift man, ob der gefun-
dene Wert auch fiir die y- und z-Koordinaten eine korrekte Beziehung ergibt.

Bei drei Vektoren entsteht die Beziehung:

ax bX CX
aZ bZ CZ

Es wird der Versuch unternommen, den Vektor @ mit Hilfe der anderen beiden Vektoren b und & dar-
zustellen. Gelingt das, indem sich fur r und s jeweils einheitliche Faktoren fir alle drei Koordinaten fin-
den lassen, sind die drei Vektoren linear abhangig, andernfalls linear unabhangig.

Man stellt die Gleichung fiir die x-Koordinaten zum Beispiel nach s um. Das Ergebnis setzt man in die
Gleichung fiir die y-Koordinaten ein. Damit erhilt man die Losung fiir r. Uber die umgestellte erste
Gleichung bestimmt man s. Die so gefundenen Ergebnisse fir r und s werden in die Gleichung der z-
Koordinaten eingesetzt. Entsteht eine richtige Beziehung fir die z-Koordinaten, sind die Vektoren li-
near abhangig, andernfalls unabhangig.
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Darstellung von Objekten im Raum

Punkt

Gerade

Eigenschaften eines Punktes — einzelner Punkt im Raum, festgelegt durch seine Koordinaten

Vektorielle Darstellung durch den Ortsvektor
Dx

p=\pPy
Pz

Koordinatendarstellung

P(px, 0y, P2)

Eigenschaften einer Geraden — keine Krimmung und immer unendlich lang

Vektorielle Darstellung mit Ortsvektor und Richtungsvektor im dreidimensionalen Raum

Punktrichtungsgleichung

X=p+t-d

p ist der Ortsvektor eines Punktes auf der Geraden, t ein Parameter aus den rationalen Zahlen und d
der Richtungsvektor, der nicht der Nullvektor sein darf. Man ,,steigt” also (iber p erst einmal vom Koor-
dinatenursprung aus auf die Gerade ,,drauf” und kann sich dann durch Verdnderung von t beliebig auf
der Geraden bewegen. Es gibt keinen Punkt auf der Geraden, den man nicht durch eine geeignete
GroRe von t erreicht. Ausfiihrlich geschrieben ergibt sich fiir den dreidimensionalen Fall (im zweidi-
mensionalen Raum entfallen einfach die z-Komponenten):

0)-)+ ()

Zweipunktegleichung
F=pHeG-p)

Auch hier ist p wieder der Ortsvektor vom Koordinatenursprung zu einem ersten Punkt auf der Gera-
den und t wieder der Parameter. An Stelle des Richtungsvektors d wird hier die Differenz aus dem
Ortsvektor und einem zweiten Punkt ¢ auf der Geraden eingesetzt. Diese Differenz ist nichts anderes
als ein Richtungsvektor, der vom Ende des Ortsvektors $ zum Ende des Ortsvektors ¢ zeigt (der Aus-
druck in der Klammer ist als Endpunkt minus Anfangspunkt zu deuten ...). Da beide Ortsvektoren
Punkte auf der Geraden markieren, liegt entsprechend auch der entstehende Richtungsvektor parallel
zu dieser, womit er seiner Funktion voll gerecht werden kann. Ausfiihrlich geschrieben ergibt sich fiir
den dreidimensionalen Fall (im zweidimensionalen Raum entfallen einfach die z-Komponenten):

X Dx qx — Dx
(y) =Dy |+t-|9y — Dy
z Dz qz — Dz
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Koordinatendarstellung = allgemeine Form der Geradengleichung im zweidimensionalen Raum (z. B. x-
y-Ebene)

a'x+b-y=c

Normalform in der x-y-Ebene
y=m-x+n

Man erkennt, dass man die GréRen m und n unkompliziert aus der Koordinatendarstellung berechnen
kann.

Achsenabschnittsgleichung fiir eine Gerade in der x-y-Ebene

X
x. Yy
Sy Sy

Sx gibt den Schnittpunkt mit der x-Achse und s,, den Schnittpunkt mit der y-Achse an. Setzt man die
jeweils andere Koordinate gleich Null (nur dann berechnet man den Schnittpunkt), ergibt sich das
zwangslaufig. Genauso kann man die Achsenschnittpunkte auch aus der Koordinatendarstellung ermit-
teln:

S, =—
¥ a

Umrechnung der Vektor- in die Koordinatendarstellung und umgekehrt

Vektor - Koordinaten:

Eliminierung des Parameters (den Parameter z. B. als Funktion von x darstellen und
den gefundenen Ausdruck an Stelle des Parameters in die y-Beziehung einsetzen,
man erhalt eine Formel ohne Parameter nur mit x und y)

Koordinaten > Vektor:

Den Ortsvektor der Geraden ermittelt man, indem man abwechselnd fiir x und fiir y
Null in die Koordinatengleichung einsetzt. Die dabei entstehenden Ergebnisse yo
und xo sind die Koordinaten des Ortsvektors p in der Punktrichtungsgleichung. Den
Richtungsvektor kann man ermitteln, indem man die Koordinatengleichung so um-
stellt, dass auf der linken Seite vom Gleichheitszeichen nur noch die Koordinate y
steht. Die Zahl vor dem x bildet den Richtungsvektor in der Art, dass man fiir seine
x-Komponente den Wert 1 einsetzt und fiir seine y-Komponente die Zahl vor dem x
(entspricht dem Anstieg). Bewegt man sich um eine Langeneinheit in Richtung x
(deshalb dort die 1) steigt oder fallt die Gerade genau um die GroRe des Anstiegs in
y-Richtung.

Geradennormalenvektor
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Jeder Vektor 71, der ungleich dem Nullvektor ist und senkrecht auf einer Geraden g steht, wird als Nor-
malenvektor oder auch als Stellungsvektor von g bezeichnet. Die Koeffizienten a und b der Koordina-
tendarstellung der Geraden g bilden die Koordinaten des Geradennormalenvektors von g:
ax+b-y=c
hat zur Folge
i= ()

~\b
Die GroRBe von c spielt keine Rolle, da die Einbeziehung eines eventuellen Faktors bei der Berechnung
von a und b lediglich die Lange des Normalenvektors beeinflusst, nicht aber seine Richtung.

Geradennormaleneinheitsvektor

Fir bestimmte Berechnungen bendtigt man einen normierten Normalenvektor, das heiRt der Norma-
lenvektor hat die Lange bzw. den Betrag 1. Der Normaleneinheitsvektor berechnet sich liber:

|=l

ﬁ)o=

£

Der Normalenvektor wird durch seinen eigenen Betrag geteilt, womit die Ladnge bzw. der Betrag des
entstehenden Normaleneinheitsvektors immer 1 ist.

Normalengleichung einer Geraden in der Ebene

Aus dem Sachverhalt, dass erstens der Normalenvektor einer Geraden immer senkrecht auf der be-
treffenden Geraden steht und zweitens das Skalarprodukt (Punktprodukt) zweier senkrecht aufeinan-
der stehender Vektoren wegen der enthaltenen Cos-Funktion immer den Wert Null ergibt, kann man
eine Gerade noch durch eine weitere Gleichung beschreiben:

(F—F) oA =0

Der Vektor X, ist nichts anderes als ein Ortsvektor vom Koordinatenursprung zu einem Punkt auf der
Geraden. Und solange der Vektor ¥ — ¥, von diesem Punkt zu einem beliebigen anderen Punkt — be-
schrieben durch ¥ — senkrecht zum Normalenvektor der Geraden verliuft, befindet sich der beliebige
andere Punkt ebenfalls auf der Geraden. Wer sich das jetzt raumlich vorstellt und Widerspruch anmel-
det, dem sei gesagt, dass das nur fiir eine Gerade in einer Ebene gilt. Stellen Sie sich im dreidimensio-
nalen Raum eine Gerade und ihren zugehorigen Normalenvektor vor, dann sind wir uns einig, dass die
Gerade beliebig um den Normalenvektor rotieren kann, ohne den rechten Winkel zum Normalenvek-
tor zu verlassen (die Spur aller méglichen Geraden bildet eine Scheibe bzw. Ebene, auf der der Norma-
lenvektor senkrecht steht).

Normalengleichung einer Geraden in der Ebene in der Hesseschen Normalenform

Ersetzen Sie in der Normalengleichung einer Geraden in der Ebene den Normalenvektor durch den
normierten Normalenvektor, ergibt sich die sogenannte Hessesche Normalenform:

(£—£0)0ﬁ0=0

Diese Variante der Geradengleichung eignet sich insbesondere zur unkomplizierten Berechnung des
Abstandes zwischen der Geraden und beliebigen Punkten oder Objekten in der Ebene. Liegt namlich
der durch den Vektor ¥ beschriebene Punkt nicht auf der Geraden, ergibt sich als Ergebnis rechts vom
Gleichheitszeichen natirlich nicht die Null, sondern ein MaR fiir den Abstand a zwischen der Geraden
und dem besagten Punkt. Das schone an der Hesseschen Normalform ist dabei, dass das Punktprodukt
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Ebene

eventuelle Schriglagen zwischen X und ¥, beziiglich der Geraden automatisch korrigiert. Der berech-
nete Abstand ist also immer der Abstand senkrecht von der Geraden weg gemessen. Schuld daran ist
wieder die Cos-Funktion im Punktprodukt — je schriger die Verbindungslinie zwischen X und X, ver-
lauft, desto groRer wird der Winkel zwischen der Verbindungslinie und dem Geradennormalenein-
heitsvektor. Und die Cos-Funktion liefert ja zwischen 0° und 90° bekanntlich immer kleinere Werte, je
groRer der Winkel wird.

Eigenschaften einer Ebene — keine Krimmung und immer unendlich ausgedehnt

Vektorielle Darstellung

Punktrichtungsgleichung

=p+s-d+t-b

X Dx Ay bx
(-G G-«
Z Dz a, bz

Der Vektor p wird als Stiitzvektor der Ebene bezeichnet. Er dient zum Erreichen der Ebenenfliche aus-
gehend vom Koordinatenursprung. Das heiflt der Punkt P, auf den der Stiitzvektor zeigt, liegt in der
Ebene.

=

Die Vektoren @ und b sind die linear unabhangigen Richtungs- oder Spannvektoren der Ebene. Wiirde
man die Ebene nur mit einem Spannvektor festlegen wollen, so kénnte die Ebene um diesen einen
Vektor frei rotieren. Praktisch wiirde dieser Fall dem Hin- und Herkippen eines Brettes (Ebene) Gber
einem geraden Geldnder (Spannvektor) entsprechen. Erst die Festlegung eines vom Geldnder wegzei-
genden zweiten Spannvektors (linear unabhangig) legt die Ebene im wahrsten Sinne des Wortes fest.
Sobald wir zwei benachbarte Tischkanten (linear unabhangig) ins Spiel bringen, muss sich die Tisch-
platte bekanntlich zwischen erster und zweiter Tischkante befinden. Liegen beide Tischkanten waage-
recht, kann man auf der Tischplatte etwas abstellen, weil sie sich auch in einer waagerechten Lage be-
findet. Steht eine der beiden Tischkanten senkrecht, muss auch die ganze Tischplatte senkrecht ste-
hen. Man kann sich auch vorstellen, dass die beiden Spannvektoren eine Gummihaut zwischen sich
aufspannen. Dann ist diese Gummihaut ein Ausschnitt aus der unendlich groRen Ebene.

Dreipunktegleichung

X=p+s-(G-p+e(F-p

X DPx qx — Px Tx — Dx
<y>= Py |+s-|q9y =Py |+t — Py
z Pz qz — Pz Tz — Dz

Bei der Dreipunktegleichung wird die Ebene durch drei Punkte definiert, die nicht auf einer Linie liegen
diirfen. Erstens durch den Punkt, auf den der Stiitzvektor p zeigt, und zwei weitere beliebige Punkte,
die nur auf der Ebene liegen miissen. Vorstellen kann man sich das wie bei einem friiheren Blirodreh-
stuhl mit drei Beinen. Wir alle wissen, dass diese drei Beine ausreichen, um den Stuhl in eine defi-
nierte, senkrechte Lage zu versetzen. Das bedeutet nichts anderes, als dass die drei Beine dann in ei-
ner Ebene liegen, die parallel zum FuBboden angeordnet ist. Allgemeinbekannt ist auch die Erfahrung,
dass ein Stuhl oder Tisch mit drei Beinen niemals wackelt oder kippelt — die Festlegung einer Ebene
mit Hilfe von drei Punkten ist also hinreichend eindeutig.
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Nachdem also ein Punkt als Ziel des Stiitzvektors p verwendet wird, berechnet man aus den anderen
beiden Ebenenpunkten — auf sie verweisen die Vektoren ¢ und 7 — zwei Spannvektoren. Damit unter-
scheidet sich die Ebenengleichung in Dreipunkteform quasi nicht von der in Punktrichtungsform.

Koordinatendarstellung = allgemeine Form der Ebenengleichung

ax+by+c-z=d

Achsenabschnittsgleichung fiir eine Ebene

Sy gibt den Schnittpunkt mit der x-Achse, s, den Schnittpunkt mit der y-Achse und s, den Schnittpunkt
mit der z-Achse an. Setzt man die jeweils anderen beiden Koordinaten gleich Null (nur dann berechnet
man den Schnittpunkt), ergibt sich das zwangslaufig. Genauso kann man die Achsenschnittpunkte auch
aus der Koordinatendarstellung ermitteln:

d
Sx=a
d
Sy=5
d
S, = —
c

Umrechnung der Vektor- in die Koordinatendarstellung und umgekehrt
Vektor = Koordinaten:

Eliminierung des Parameters —im entstehenden linearen Gleichungssystem kann
man in der Regel mit Hilfe der zweifachen Anwendung des Additionsverfahrens die
beiden Parameter leicht als Funktion nur von x, y und/oder z darstellen;

die gefundenen Ausdriicke setzt man an Stelle der Parameter in eine Beziehung
ein; es ergibt sich eine Formel ohne Parameter nur mit x und y

Koordinaten = Vektor:

Der Ansatz lautet: Erste Koordinate = erster Parameter und zweite Koordinate =
zweiter Parameter. Danach ermittelt man die Gleichungen zur Darstellung der Ko-
ordinaten x, y und z. Sind diese gefunden, schreibt man sie sortiert untereinander
und formt sie in Vektoren um. Es gibt — je nach Losungsansatz — viele mégliche L6-
sungen (eine Ebene beherbergt ja allein schon unendlich viele Punkte, auf die ein
Stlitzvektor zeigen kann — von den ungezahlten Kombinationen zweier Spannvekto-
ren ganz zu schweigen).

Man kann die Richtigkeit des Ergebnisses am einfachsten liberprifen, in dem man
einen bekannten Punkt auf der Ebene in die gefundene Gleichung einsetzt und die
zugehorigen Parameter bestimmt. Gibt es fiir diese eine eindeutige Losung, ist das
Ergebnis korrekt.

Erfahrungen besagen, dass speziell diese Umrechnung immer wieder zu Problemen
fihrt. Deshalb zeigt die folgende Darstellung den beschriebenen Rechenweg im
Detail.

ax+b-y+c-z=d
X=5s
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y=t
as+b-t+c-z=d
crz=d—a-s—b-t

d a b
Z=———:'S——"t
c ¢ c

x=0+1-s+0-¢
y=0+0-s+1-t

alQo o
o
=Y

Ebenennormalenvektor

Jeder Vektorn, der ungleich dem Nullvektor ist und senkrecht auf einer Ebene E steht, wird als Norma-
lenvektor oder auch als Stellungsvektor von E bezeichnet. Die Koeffizienten a, b und c der Koordina-
tendarstellung der Ebene E bilden die Koordinaten des Ebenennormalenvektors von E:

ax+byt+c-z=d

hat zur Folge

0

Die GroRe von d spielt keine Rolle, da die Einbeziehung eines eventuellen Faktors bei der Berechnung
von a, b und c lediglich die Lange des Normalenvektors beeinflusst, nicht aber seine Richtung.
Geradennormaleneinheitsvektor

Flr bestimmte Berechnungen benétigt man einen normierten Normalenvektor, das heiRt der Norma-
lenvektor hat die Lange bzw. den Betrag 1. Der Normaleneinheitsvektor berechnet sich tber:

Ro—
* Al

Der Normalenvektor wird durch seinen eigenen Betrag geteilt, womit die Lénge bzw. der Betrag des
entstehenden Normaleneinheitsvektors immer 1 ist.

Normalengleichung einer Ebene

Aus dem Sachverhalt, dass erstens der Normalenvektor einer Ebene immer senkrecht auf der betref-
fenden Ebene steht und zweitens das Skalarprodukt (Punktprodukt) zweier senkrecht aufeinander ste-
hender Vektoren wegen der enthaltenen cos-Funktion immer den Wert Null ergibt, kann man eine
Ebene noch durch eine weitere Gleichung beschreiben:

(£—£0)0ﬁ=0

Der Vektor X, ist nichts anderes als ein Ortsvektor vom Koordinatenursprung zu einem Punkt auf der
Ebene. Und solange der Vektor ¥ — X, von diesem Punkt zu einem beliebigen anderen Punkt —
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beschrieben durch X — senkrecht zum Normalenvektor der Ebene verlduft, befindet sich der beliebige
andere Punkt ebenfalls auf der Ebene. Stellen Sie sich das im dreidimensionalen Raum vor, dann sind
wir uns einig, dass der Vektor X — X, beliebig um den Normalenvektor rotieren kann, ohne den rech-
ten Winkel zum Normalenvektor zu verlassen. Die Spur aller méglichen Vektoren ¥ — %, bildet eine
Scheibe bzw. Ebene, auf der der Normalenvektor senkrecht steht, womit die Wirkungsweise der obi-
gen Gleichung bildhaft erklart ist.

Normalengleichung einer Ebene in der Hesseschen Normalenform

Ersetzen Sie in der Normalengleichung einer Ebene den Normalenvektor durch den normierten Nor-
malenvektor, ergibt sich die sogenannte Hessesche Normalenform:

(X —%o) 0 =0

Diese Variante der Ebenengleichung eignet sich insbesondere zur unkomplizierten Berechnung des
Abstandes zwischen der Ebene und beliebigen Punkten oder Objekten im Raum. Liegt namlich der
durch den Vektor ¥ beschriebene Punkt nicht auf der Ebene, ergibt sich als Ergebnis rechts vom
Gleichheitszeichen natdrlich nicht die Null, sondern ein MaR fur den Abstand a zwischen der Ebene
und dem besagten Punkt. Das schone an der Hesseschen Normalform ist dabei, dass das Punktprodukt
eventuelle Schriglagen zwischen X und X, beziiglich der Ebene automatisch korrigiert. Der berechnete
Abstand ist also immer der Abstand senkrecht von der Ebene weg gemessen. Schuld daran ist wieder
die cos-Funktion im Punktprodukt — je schrager die Verbindungslinie zwischen X und X, verlduft, desto
groRer wird der Winkel zwischen der Verbindungslinie und dem Geradennormaleneinheitsvektor. Und
die cos-Funktion liefert ja zwischen 0° und 90° bekanntlich immer kleinere Werte, je grofRer der Winkel
wird.

Beispiele fiir besondere Ebenen mit zugehorigen Ebenengleichungen in Koordinaten- und Parameter-
form (soweit allgemeingliltig angebbar):

Ebene in der xy-Ebene, d. h. z = 0:
X Dx Ay bx
(y) = py +s- ay +t- by
z 0 0 0
Ebene in der xz-Ebene, d. h. y = 0:
X Dx Ay bx
z Pz a, b,
Ebene in der yz-Ebene, d. h. x = 0:

X 0 0 0
<y>=<py>+s-<ay>+t- b,
z Pz a, b,

Ebene, die die x-Achse enthélt:
ay+b-z=0

Fur y = 0 ergibt sich immer auch z= 0, womit man sich an einer beliebigen Stelle auf der x-Achse be-
findet.
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Ebene, die die y-Achse enthalt:

ax+b-z=0

Fir x = 0 ergibt sich immer auch z= 0, womit man sich an einer beliebigen Stelle auf der y-Achse be-
findet.

Ebene, die die z-Achse enthalt:

ax+b-y=0

Fir x = 0 ergibt sich immer auch y= 0, womit man sich an einer beliebigen Stelle auf der x-Achse be-
findet.

Ebene, die parallel zur x-Achse verlauft:

ay+b-z=c

Es sind nur y und z miteinander verknipft. Der zum Beispiel fir ein bestimmtes y entstehende z-Wert
hat fur beliebige x Gultigkeit. Der Abstand von der x-Achse wird durch ¢ hervorgerufen, wobei c aber
nicht gleich dem Abstand der Ebene zur x-Achse ist.

Ebene, die parallel zur y-Achse verlauft:

ax+b-z=c

Es sind nur x und z miteinander verknupft. Der zum Beispiel fir ein bestimmtes x entstehende z-Wert
hat fur beliebige y Giiltigkeit. Der Abstand von der y-Achse wird durch c hervorgerufen, wobei c aber
nicht gleich dem Abstand der Ebene zur y-Achse ist.

Ebene, die parallel zur z-Achse verlduft:

ax+b-y=c

Es sind nur x und y miteinander verknilipft. Der zum Beispiel fir ein bestimmtes x entstehende y-Wert

hat fiir beliebige z Giiltigkeit. Der Abstand von der z-Achse wird durch c hervorgerufen, wobei c aber
nicht gleich dem Abstand der Ebene zur z-Achse ist.
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Beziehungen zwischen geometrischen Objekten im Raum

Zwei Punkte
Mogliche Anordnungen

verschieden mindestens ein Koordinatenwert ist unterschiedlich
identisch identische Koordinaten

Abstand zweier Punkte

Entspricht dem Betrag des Abstands = Lange des Vektors zwischen beiden Punkten.

Punkt und Gerade
Mogliche Anordnungen

Punkt nicht auf Geraden Punktkoordinaten erfiillen Geradengleichung nicht
Punkt auf Geraden Punktkoordinaten erfiillen Geradengleichung

Abstand a zwischen Koordinatenursprung und Gerade

Entspricht dem Betrag des Skalarprodukts aus dem Ortsvektor auf die Gerade und dem Geradennor-
maleneinheitsvektor (Verwendung der Hesseschen Normalenform):

|5C)0 .ﬁg0| =a

Abstand a zwischen Punkt und Gerade

Entspricht dem Betrag des Skalarprodukts aus einem Vektor vom Punkt auRerhalb der Geraden zu ei-
nem Punkt auf der Geraden und dem Geradennormaleneinheitsvektor (Verwendung der Hesseschen
Normalenform):

|(’?P —559) 'ﬁgO| =a

Zwei Geraden im zweidimensionalen Raum (XY-Diagramm)

Mogliche Anordnungen (bezogen auf die beiden Geradengleichungen y; = m; - x +n, undy, = m, -

x +n,)

identisch gleiche Anstiege und gleiche absolute Glieder

parallel gleiche Anstiege und unterschiedliche absolute Glieder

schneidend unterschiedliche Anstiege (windschief, d. h. kein Schnittpunkt, nicht moglich)

Schnittpunkt sich schneidender Geraden

Gleichsetzung der Geradengleichungen ermdoglicht Berechnung der Schnittpunktkoordinaten

Eingeschlossener Winkel sich schneidender Geraden
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Berechnung uber Differenz der Anstiege

Abstand paralleler Geraden

Entspricht der Differenz der absoluten Glieder.

Zwei Geraden im dreidimensionalen Raum

Mégliche Anordnungen (bezogen auf die dreidimensionalen Geradengleichungen ¥, = p; + r - d; und
X, =Py + 5 dy)

identisch gleiche Richtungen (Richtungsvektoren linear abhangig) und Ortsvektor der einen
Gerade erfillt Geradengleichung der zweiten Gerade

parallel gleiche Richtungen (Richtungsvektoren linear abhangig), aber Ortsvektor der ei-
nen Gerade erfillt nicht Geradengleichung der zweiten Gerade

schneidend unterschiedliche Richtungen (Richtungsvektoren nicht linear unabhéngig), Gera-

dengleichungen kénnen gleichgesetzt werden und Parameter sind eindeutig be-
stimmbar (mit deren Hilfe kann Schnittpunkt berechnet werden)

windschief unterschiedliche Richtungen (Richtungsvektoren nicht linear unabhéangig), keine
eindeutige Losung der gleichgesetzten Geradengleichungen

Abstand a zwischen zwei parallelen oder windschiefen Geraden

Entspricht dem Betrag des Skalarprodukts aus einem Vektor von einem Punkt auf der ersten zu einem

Punkt auf der zweiten Gerade und dem Geradennormaleneinheitsvektor der zweiten Geraden (Ver-
wendung der Hesseschen Normalenform)

|(’?g1 - ng) ° ﬁ920| =a

Eingeschlossener Winkel sich schneidender Geraden

Berechnung tber Skalarprodukt der Richtungsvektoren

Punkt und Ebene
Mogliche Anordnungen

Punkt auf Ebene Koordinaten des Punktes erfiillen Ebenengleichung
Punkt nicht auf Ebene Koordinaten des Punktes erfiillen nicht Ebenengleichung

Abstand a zwischen Ursprung und Ebene
Entspricht dem Betrag des Skalarprodukts aus dem Ortsvektor auf die Ebene und dem Ebenennorma-
leneinheitsvektor (Verwendung der Hesseschen Normalenform):

|Xo @ 7| = a

Abstand a zwischen Punkt und Ebene
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Entspricht dem Betrag des Skalarprodukts aus einem Vektor vom Punkt auBerhalb der Ebene zu einem
Punkt auf der Ebene und dem Ebenennormaleneinheitsvektor (Verwendung der Hesseschen Norma-

lenform):

|(Xp — Xg) @ Tigol = a

Gerade und Ebene
Mogliche Anordnungen
Gerade liegt auf Ebene
Gerade parallel zur Ebene

Gerade schneidet Ebene

mindestens zwei Punkte auf der Geraden erfillen die Ebenenglei-
chung

Ebenennormalenvektor und Geradenrichtungsvektor bilden Winkel
von 90°

Ebenen- und Geradengleichung kénnen gleichgesetzt werden und
Parameter sind eindeutig bestimmbar (mit deren Hilfe kann Schnitt-
punkt berechnet werden);

Berechnung des eingeschlossenen Winkels, wenn die Gerade die
Ebene schneidet, liber 90° minus dem Winkel zwischen dem Rich-
tungsvektor der Geraden und dem Ebenennormalenvektor

Abstand a zwischen Ebene und paralleler Gerade

Entspricht dem Betrag des Skalarprodukts aus einem Vektor von einem Punkt auf der Geraden zu ei-
nem Punkt auf der Ebene und dem Ebenennormaleneinheitsvektor

|(%g — %5) @ figo| = @

Zwei Ebenen

Mogliche Anordnungen

identisch Ebenen haben gleiche Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

parallel Winkel zwischen den Ebenennormalenvektoren ist Null, aber die Schnittpunkte mit
den Koordinatenachsen sind unterschiedlich

schneidend Ebenengleichungen werden gleichgesetzt, es entsteht als Losung eine Geradenglei-

chung als Schnittgerade der beiden Ebenen

Eingeschlossener Winkel sich schneidender Ebenen

Berechnung liber den Winkel zwischen den Ebenennormalenvektoren

Abstand a zweier paralleler Ebenen

Betrag des Skalarprodukts aus einem Vektor von einem Punkt auf der ersten Ebene zu einem Punkt
auf der zweiten Ebene und dem Ebenennormaleneinheitsvektor einer der beiden Ebenen

|(£E1 — Xg2) ’ﬁElo oder E20| =a
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